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Convergence, séries a termes positifs, convergence absolue, séries alternées,
familles sommables

définitions - théorémes et hypothéses - méthodes - démonstrations exigibles

1 SERIES NUMERIQUES : VOCABULAIRE ET PREMIERS THEOREMES

Définition. Soit (uy,),ecn une suite d'éléments de K = R ou C. La série de terme général u,,, notée > u,,, est la donnée de la
suite (S,,) de ses sommes partielles S,, = Y _7'_, uy. Elle converge si (S,,) converge; sa limite est alors sa somme Zn o Un, €t

n=S-25,= ZZ::LH uy, est son reste d’ordre n (qui tend vers 0). Sinon elle diverge. La nature d’une série est le fait qu’elle
converge ou qu'elle diverge.

8 ATTENTION — Trois objets a ne jamais confondre

La suite (u,,), la suite des sommes partielles (S,,) et, lorsqu’elle existe, la somme Z:i% Uy,. « La série tend vers 0 » n’a
aucun sens; et le symbole Z:i% u, est interdit tant que la convergence n’est pas établie.

Notation. Si (u,) n'est définie qu'a partir de ng, on note
de la série (mais change la somme).

n>ng Un- Modifier un nombre fini de termes ne change pas la nature
=

Propriété — linéarité. Si " u, et 3" v, convergent et si (A, 1) € K2, alors 3" (\u,, + piv,,) converge, de somme A S0 u,, +
I Z” 0 Un- Si > uy, converge et ) v, diverge, > (u,, + v,) diverge (la somme de deux séries divergentes est de nature indé-

terminée). Pour u,, € C, > u, converge si et seulement si _ Re(u,) et > Im(u,) convergent, et alors Re ( ZO‘(’) un) =

::5 Re(uy,).

Théoréme — condition nécessaire. Si ) u,, converge, alors w,, — 0. Par contraposée, si (u,,) ne tend pas vers 0, > u,, diverge :
on dit qu’elle diverge grossiérement. Idée de preuve (exigible) : u,, = S,, — S,—_1 — S — S =0.

Remarque. La réciproque est fausse : % —0et) % diverge. Ce critére ne démontre jamais une convergence.

Théoréme — lien suite-série. Soit (a,) une suite de K. La suite (a,) converge si et seulement si la série télescopique

> (any1 — ay) converge, et alors Z::,’J (ant1 — an) = lima, —ay. Idée de preuve (exigible) : >, (ak+1 — ax) = ant1—ag
(télescopage); les suites (S),) et (a,,+1) ne différent que de la constante ay.

Méthode — deux lectures d’'un méme énoncé. pour étudier une suite, étudier la série de ses accroissements; pour sommer une
série, chercher a écrire u,, = a1 — a, (télescopage).

2 LES SERIES DE REFERENCE
Théoréme — série géométrique. Soit ¢ € C. La série Y ¢™ converge si et seulement si |¢| < 1, et alors

+o00 1 +oo qN

n n

= — = —) R, =
Eq e T P

qn+1

q 1—q

Idée de preuve (exigible). Siq # 1, .5,
grossiere), et S, =n+ 1sig=1.

et q" — 0desque |q| < 1;si|q| = 1,]¢"| > 1 ne tend pas vers 0 (divergence

1
Théoréme — séries de Riemann. Soit o € R.Lasérie Z — converge si et seulement si « > 1. En particulier la série harmonique
n>1
Z diverge et Z converge. Démonstration exigible, par la méthode des rectangles (ci-dessous).

+oo _p

Théoréme — exponentielle. Pour tout z € C, ) %7 est absolument convergente et | e” = E —
: n

n=0

n

+1 n N
Idée de preuve. Convergence absolue : pourn > N > 2|z|ona (‘7 ‘+1)' < % Izn\! , donc IZ‘! < ‘j\‘” 2N=7 . domination par une

série géométrique. Somme : la formule de Taylor avec reste intégral (chapitre 21) appliquée a g : t — e'* sur [0;1], de classe C'™°

avec g\¥)(t) = zFe!?, donne e® — >}, %k, = ZTTI fol(l — t)"et# dt, de module majoré par (‘ ‘Jr ),e| 2 —o0.
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3 SERIES A TERMES POSITIFS OU NULS
Théoréme — critére fondamental. Siw,, > 0 pour tout n, la suite (.S,,) est croissante et 3 u,, converge <= (.5,,) est majorée.
Sinon S,, — 400, et I'on écrit 320 u,, = +o0.

Théoréme — comparaison et équivalence. Soient (u,,), (v,,) deux suites réelles.

Hl FORMULAIRE

e Comparaison : si 0 < wu, < vy, a partir d'un certain rang, la convergence de > v,, entraine celle de > u,, (avec
> un, < > vy), et la divergence de Y u,, entraine celle de ) v,,.

e Equivalence : si (u,) et (v,) sont positives & partir d’un certain rang et si u,, ~ vy, les séries > u,, et >_ v,, sont de
méme nature.

Idées de preuve (exigibles). Comparaison : S,, < Zk 0 Uk, donc (S,,) est croissante majorée. Equivalence : pour n assez
grand %vn < up < %vn (définition de ~ avec e = %) puis comparaison dans les deux sens.

% ATTENTION

1 1Y) i
Le signe constant est indispensable : avec u,, = (\F) + 5 Lety, = = \F ,onau, ~ v, alors que > v,, converge et
>~ uy, diverge. Et 'équivalence ne donne jamais I'égalité des sommes, seulement la méme nature.

Théoréme — méthode des rectangles. Soit f continue par morceaux et décrois-
sante sur [1 ; +00[. Pour tout k& > 2,

k+1

fd < fw) < [ foa

k k—1

Figure 1 — f décroissante : le rectangle de hauteur f(k)

d’ol, en sommant de £ = 2 a k = n et en télescopant (Chasles), posé & droite de k est sous la courbe, celui posé @

n+1 gauche est au-dessus.
rey < [r
2

Sideplus f > 0,lasérie 3 f(n) converge si et seulement sila suite ( [|" f
est majorée.

)n21

Méthode — nature des séries de Riemann démonstration exigible. on applique le théorémea f : ¢ — t‘ , positive décroissante
sur [1;+oo[désque o > 0.Si v < 0, L4 0: divergence grossiére. Siav > O et o # 1, f1 tmdt =
et seulementsia > 1.Sia = 1, fn dt = Inn — 400 : divergence, et I'encadrement donne In(n + 1) < Z -1 E <1+ 1Inn,
donc} ), + ~Inn.

sunte majorée si

4 CONVERGENCE ABSOLUE ET SERIES ALTERNEES

Définition. > u,, (a termes dans R ou C) est absolument convergente si la série a termes positifs ) _ |u,, | converge.

Théoréme. Toute série absolument convergente converge, et ’Zjﬁ% un‘ < ji% |, |. Critére de domination : si (u,,) est a

valeurs complexes, (v,,) avaleurs dans R, u,, = O(v,,) et > v,, converge, alors > u,, est absolument convergente, donc conver-
gente.

Idée de preuve (exigible). Cas réel : u,} = max(u,, 0) et u,, = max(—u,,0) sont positifs, majorés par =ub —u,
les séries > uf{ convergent par comparaison, puis > u,, par linéarité. Cas complexe : séparer Re et Im, majorés en module par
|tn -

% ATTENTION

o —1)" 2 o .
La réciproque est fausse: > ( n) converge sans converger absolument (série semi-convergente). Au programme, les seules
séries semi-convergentes étudiées sont celles fournies par le théoréme des séries alternées. Le critére de Cauchy est hors
programme, et la régle de d’Alembert ne figure pas au programme.

Théoréme — séries alternées. Soit (u,,) une suite réelle positive, décroissante, de limite nulle. Alors Y (—1)"u,, converge, et en
notant S' sa somme :
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Hl FORMULAIRE

® Sont1 < S < Sy, : les sommes partielles d’indice pair majorent .S, celles d’indice impair la minorent;;
e R, estdusignede (—1)"“, c’est-a-dire du signe du premier terme négligé;

® | |R,| < up41 |: le reste est majoré par le premier terme négligé; en particulier 0 < S < ug.

Idée de preuve (exigible). (S2,,) et (S2,+1) sont adjacentes : Sa,, 10 — So,, = Uopt2 — Uspt1 < 0, Sonts — Sopt1 = Uspto —
Uont+s = 0et Say — Sopnt1 = usnr1 — 0; elles convergent donc vers une limite commune S avec So,, 11 < S < Sy, d'ou
R2n S [_u2n+1 70] et R2n+1 € [O 5 u2n+2]-

Remarque — la décroissance est indispensable. et doit étre démontrée : avec us, = k%_l et ugp41 = m la suite (u,,) tend

vers () sans étre décroissante, et > (—1)"u,, diverge.

5 FAMILLES SOMMARBLES DE REELS POSITIFS

Notation — calcul dans [0 ; +0c[. on prolonge l'ordre et 'additionde Ry a [0 ; +00[ = Ry U{+o0} parz < +ooetz+(4o00) =
~+o00. Toute partie non vide A y admet une borne supérieure : sup A au sens usuel si A est majorée dans R, et +oo sinon.

Définition. Soient I un ensemble quelconque, F (1) I'ensemble de ses parties finies et (u; ) ;< une famille d’éléments de [0 ; +o00].
On pose

Zui:sup{Zui; FeF() } € [0;4o0]

el S

(avec ) ;¢ o ui = 0). La famille est sommable lorsque ;o u; < +o00.

Remarque. Cette définition n'utilise aucun ordre sur I : on somme « en vrac ». Elle redonne la somme usuelle si I est fini; pour
I = N, une famille positive (u,, )nen est sommable si et seulement si la série > u,, converge, avec la méme somme.

Propriété — opérations. Pour (u;);cr, (vi)ig.é vaIeAurs dans [0;+oo[et A € R : Zie{.(ui"’_ Vi) = D et + Y ier Vi
D ier M = A icpui, et u; < v; pour tout i entraine Y .oy u; < ), v;. Pour toute bijection o 1 J — 1, ZjeJ Ug(j) =
Zy‘,ez u; : la somme est invariante par permutation.

Théoréme — sommation par paquets, puis Fubini positif. Soit (u;);c; une famille d’éléments de [0 ; +00].

e Si(I;);je est une partition de I, alors, dans [0 ; +o0], ZUZ = Z Z u;

iel jed \i€l;
e Cas d'un produit : pour une famille (u; ;) (. jyerx.» E Ui j = g E ui g | = g (g ui,j),
(i,5)€Ix] i€l \jeJ j€J \i€l

en partitionnant I x .J en « lignes » {i} x J puis en « colonnes » I x {j}. La démonstration est hors programme.

% ATTENTION

Ces égalités valent sans aucune hypothése de sommabilité : la positivité seule les justifie, et chaque membre est fini si et
seulement si l'autre I'est — c'est précisément ainsi qu’on établit |la sommabilité. Pour une famille de signe variable, c'est faux
sans sommabilité préalable.

6 FAMILLES SOMMABLES DE NOMBRES COMPLEXES

Définition. Une famille (u;);c; de nombres complexes est sommable si ). _; [u;| < +00; I'ensemble de ces familles se note

¢'(I) |. On lui associe alors un unique nombre complexe Y. _; u;, qui prolonge la somme finie. Pour I = N, (u,) € ¢'(N)

équivaut a la convergence absolue de 3", et 3" Un = S %5 Up.

Propriété. Soient (u;)icr, (vi)icr € £1(I) et (A, u) € C2.

H FORMULAIRE
e Domination : si (w;);cs est complexe, (v;) positive sommable et |w;| < v; pour tout 4, alors (w;) € ¢£1(I).
o Linéarité : (Au; + pw;) € £1(I) et Yo p(Muy + pvg) = XY s p i + e vis deplus | 3,0  ui| < 30e; |uil et
Zie[ u; = Zz‘el o
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e Sous-famille : pour toute partie J C I, (u;);cs est sommable. Invariance par permutation : pour toute bijection o :
J =1, ZjeJ Ug(j) = Dser Yir
e Approximation : pour tout € > 0, il existe F' € F(I) tel que }Ziel Ui — D ieF ui| <e.

Théoréme — paquets et Fubini. Soit (u;);cr € ¢'(I) et (I;);c s une partition de . Alors chaque (ui)ic1, est sommable, la famille

(Zigj u,;) ‘eJ estsommableet 37, ;u; =3 ; (Zielj uz) En particulier, si (u;, ;) (i, j)erx.s €st sommable,
i) .

DRRTED S P S of ot ]

(6,§)EIxJ iel \jeJ jedJ \iel

La démonstration est hors programme.

Méthode — la pratique recommandée par le programme. mener d’abord le calcul formel (échange de sommes, regroupement
par paquets), puis le justifier : la sommabilité s’obtient en appliquant Fubini positif a la famille des modules, ce qui est toujours licite.

Théoréme — famille produit, puis produit de Cauchy. Si (a;);c; € (1(I) et (by)irer € 1(I'), alors (a;by) € £2(I x I') et
2oiir) @b = (3ierai) (3 ep bir) (extension a un nombre fini de familles sommables, sans rédaction de la démonstration).
En particulier, si Y a,, et Y b, sont absolument convergentes et si c,, = >’ axbn—r, alors Y ¢, est absolument convergente

et
00 +o00 +o00
e (L) (X0).
n=0 n=0 n=0
Idée de preuve. La famille (a,b,) est sommable sur N?; on la somme par paquets selon les diagonales I, = {(p,q), p + ¢ = n},
qui partitionnent N2, et I'on a Z(p Qel, apbg = cp.
Z’VL

- . ’n . ~
Remarque — I’exponentielle est un morphisme. avec a,, = = et b, = Zn—, la formule du bindbme donne ¢, =

n\n ’ ’ .
LS o (1) = % d'ot e*e* = e*T* :on retrouve que exp est un morphisme de (C, +) dans (C*, x).

» SAVOIR-FAIRE

e Conclure a la divergence grossiére ; reconnaitre une série géométrique, de Riemann, I'exponentielle ; sommer par téles-
copage. Série a termes positifs : comparer, équivalencer, encadrer par la méthode des rectangles.
® Signe variable : convergence absolue par domination, ou théoréme des séries alternées aprés avoir démontré la décrois-

n41
sance. Majorer unreste : |R,,| = ||ql‘_q‘ (géométrique), | R,,| < u,+1 (alternée), encadrement par rectangles.
e Justifier la sommabilité d’une famille double par Fubini positif, puis calculer par paquets ou par Fubini; appliquer le

produit de Cauchy.

* EXEMPLE — trois réflexes

e Equivalence. u,, = ln(l + %) > 0etu, ~ % : |la série converge (Riemann, o = 2 > 1).

e Alternée. (\/an_l) est positive, décroissante, de limite nulle : Z S;rle)-l converge, sans converger absolument (o = % <

1), et|R,| < ﬁ

® Fubini. Pour u,, g = 575- > 0 sur N2, Fubini positif donne 2 (pg)en? Upg = (Ep>0 2”’) (Eq>0 3"1) =2x35=
3 : famille sommable de somme 3.

w

% PIEGES

e Ecrire Z:i% uy, avant d’avoir prouvé la convergence; dire « la série tend vers 0 » ; conclure de u,, — 0 ala convergence;
appliquer comparaison ou équivalence a une série dont le terme général change de signe; croire que u,, ~ v,, donne
I'égalité des sommes.

® Oublier la décroissance (séries alternées) ou la monotonie (rectangles) ; intervertir deux sommations infinies sans justi-
fier la sommabilité sur les modules.

e Utiliser le critére de Cauchy ou la régle de d’Alembert (hors programme) ; parler d’ensemble « dénombrable » (le pro-
gramme indexe par un I quelconque et somme sur les parties finies).

\J uniscience - CPGE - MPS| - Mathématiques 4/4



