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FiChe de COUrS cCalcul matriciel R. RINGUET - 2026 - 2027

Opérations, anneau M, (K), groupe GL,,(K), pivot de Gauss, systémes linéaires

définitions - théorémes et hypothéses - méthodes - démonstrations exigibles

Dans toute la fiche, K désigne R ou C, et n, p, q des entiers naturels non nuls. Tout ce chapitre est purement calculatoire : ni espace
vectoriel, ni application linéaire, ni déterminant.

1 MATRICES : ENSEMBLE, SOMME, PRODUIT PAR UN SCALAIRE

Définition. Une matrice a n lignes et p colonnes 3 coefficients dans K est une famille A = (ai,j)1<i<n, 1<j<p d’éléments de K,
représentée par un tableau. Lensemble de ces matrices est noté an(K) et M,,(K) = ./\/lnm,(K) (matrices carrées d'ordre n).
Le scalaire a; ; est le coefficient de la ligne 7 et de la colonne j : la ligne d'abord. Deux matrices sont égales si et seulement si elles
ont méme format et mémes coefficients.

Notation. M, 1 (K) est I'ensemble des colonnes, M ,(KK) celui des lignes; 0,, ;, (ou 0) est la matrice nulle.

Définition. Pour A = (a;;), B = (b; ;) dans M,, ,(K) et A € K, on pose A + B = (a;; + b; ;) et AA = (Aa; ;) : on
ajoute coefficient par coefficient, et seules deux matrices de méme format peuvent étre ajoutées. Alors (/\/ln_,p(KL +) est un
groupe commutatif de neutre 0,, ,,, 'opposé de A étant —A = (—1)A, et \(A+ B) = MA + AB, (A + p)A = MA + p4,
(A)A = A(pA), 1A = A.

Définition. Les matrices élémentaires E; ; € M,, ,(K) (i € [1;n], 5 € [1;p]) sont définies par : le coefficient de E; ; en
position (k, ) vaut §; i §, ¢, ot & est le symbole de Kronecker (6, , = 1sii = k, 0 sinon). Autrement dit E; ; n'a qu'un coefficient
non nul, égal a 1, en position (i, j).

n P

Propriété. Toute matrice A = (a; ;) € M, ,(K) s'écrit de maniére unique A = Z Z a; jF; j : les matrices élémentaires
i=1j=1

engendrent M, ,(K).

2 PRODUIT MATRICIEL

Définition. Soient A = (a;,;) € My, ,(K) et B = (b; 1) € My, 4(K). Le produit AB est la matrice de M,, ,(K) de coefficients

(AB)i\ = Zai,j by k (i€ [1;n], k€ [1;q]).

Le produit AB n’est défini que si le nombre de colonnes de A est égal au nombre de lignes de B.

Propriété — régles de calcul. Pour des matrices de formats compatibleset A € K: bilinéarité A(B+C') = AB+AC, (A+B)C =
AC+BC, (MA)B = A(AB) = A\(AB);associativité (AB)C = A(BC); I, A= Al, = Apour A ¢ M,, ,(K),ou I, = (J; ;)
est la matrice identité; enfin I ; E), ¢ = 6; 1 E; ¢ : le produit de deux matrices élémentaires est nul ou élémentaire.

Idée de preuve (exigible). Pour I'associativité on calcule les deux coefficients généraux : ((AB)C)M => (Zj ai’jbj}k)ck’e =

Zj >k GijbikCre et (A(BC))i , donne la méme somme double (interversion licite : sommes finies).

Propriété — lecture en colonnes et en lignes. Notons C'p,. .., C,, les colonnes de A € Mn,p(]K). Pour X = t(931 S acp) S

Mp,l (K)’

p
AX = Zl‘j Cj
j=1

AX est la combinaison linéaire des colonnes de A dont les coefficients sont ceux de X. Plus généralement la k-iéme colonne de
AB est A x (k-iéme colonne de B), et la i-iéme ligne de AB est (i-iéme ligne de A) x B.

® ATTENTION — le produit n’est pas commutatif

Désn > 2:avec A = By s et B = E5 1 dans M3 (K), AB = E 1 et BA = E5 5. Sont donc faux en général AB = BA,
(AB)* = A*B* et (A + B)? = A% + 2AB + B? (laformule correcte est A2 + AB + BA + B?);deplus AB = AC
n'entrainepas B = C,ni AB =0que A =00uB = 0.
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3 TRANSPOSITION

Définition. La transposée de A = (a; ;) € M, ,(K) est’A € M, ,,(K), de coefficients (*A)
colonnes (on écrit aussi A%). Pour A, B de formats compatibles et A\, u € K :

i = @jiion échange lignes et

t()\A + ,LLB) =\A+u'B, t(tA) = A, {AB) ="B'A | (lordre s'inverse).

Idée de preuve (exigible). (t(AB))i7k = (AB)i = > ak jbji =>; (tB)i,j (tA)j,k =('B tA)i7k.
4 MATRICES CARREES PARTICULIERES

Définition. Soit A = (a; ;) € M,,(K).Elle est diagonale si a; ; = 0 pour ¢ # j (notation diag(\1, ..., A,)), scalairesi A = A\,
pour un A € K, triangulaire supérieure si a; ; = 0 pour i > j et triangulaire inférieure si a; ; = 0 pour i < j, symétrique
si'A = A et antisymétrique si ‘A = — A (ensembles notés S,,(K) et A, (K), ou S,,(K) et A,,(K)), enfin nilpotente s'il existe
k € N* tel que A* = 0.

Propriété. Une matrice antisymétrique a tous ses coefficients diagonaux nuls (car a; ; = —a; ;), et toute A € M,,(K) s’écrit de
maniére unique A = S + N avec S € S,(K), N € A,(K) : nécessairement 5 = 1 (A +'A) et N = 1 (A —A4).

Propriété — stabilité. La somme et le produit de deux matrices diagonales (resp. triangulaires supérieures, resp. inférieures) sont
de méme nature. De plus

diag(A1, ..., \y) diag(pe, . .., ptn) = diag(Aiper, - o5 Anfin), diag(Ai, ..., Ay)F = diag(A\F, ..., AR),

et si A, B sont triangulaires supérieures, les coefficients diagonaux de AB sont les produits a; ;b; ;. Les matrices diagonales com-
mutent entre elles, pas les matrices triangulaires.

5 LANNEAU M, (K) ET LE GROUPE GL, (K)

Théoréme. (/\/ln(]K)7 =+, ><) est un anneau, d'unité I,,. Il est commutatif si et seulement sin = 1. Pour n > 2, il n'est pas intégre :
il posséde des diviseurs de zéro (par exemple /1 1 FJ3 o = 0) et des éléments nilpotents non nuls (par exemple F; o, dont le carré
est nul).

Les matrices scalaires commutent avec toutes les matrices : (Al,,)A = A(\,) = MA.

Définition. A € M,,(K) est inversible s'il existe B € M,,(K) telle que AB = BA = I,,. Une telle B est alors unique, notée
A~ 'ensemble des matrices inversibles est le groupe linéaire GL,, (K).

Théoréme. (GL”(K), x) est un groupe (sous-groupe du groupe des inversibles de I'anneau M, (K)), et pour A, B € GL,,(K) :

(AB)'=B7'A7Y, (A =4, A T'=AN (keN), 'A € GL,(K) et ("A)"" =A™

Idée de preuve. Pour la derniére : transposer AA™! = A=Y A = I,, donne {(A~1)!A =AY (A™!) = I,,.

b d =b d —b
Propriété — cas n = 2. Pour A = (a d) ,ona A ( ) = ( ) A = (ad — be)I,. Doncsi ad — be # 0, A est
c

—C a —C a

1 d —b
A—l — .
ad — be (—c a > '

siad — bc = 0, A n’est pas inversible (voir la méthode ci-dessous, ou exhiber X # 0 avec AX = 0).

inversible et

Théoréme — matrices triangulaires. Une matrice triangulaire (supérieure ou inférieure) est inversible si et seulement si tous ses
coefficients diagonaux sont non nuls; son inverse est alors triangulaire de méme type, de coefficients diagonaux les 1/a; ;. En
particulier diag(A1, . .., A,,) est inversible si et seulement si tous les \; sont non nuls, et son inverse est diag(/\l_l7 . /\_1).

) n

¥ ATTENTION

Une matrice non carrée n’est jamais « inversible » (la notion n’est pas définie). Et « A n’est pas inversible » ne veut pas dire
« A =0»:E; 1 n'estninulle ni inversible. Enfin on n’écrit jamais % :on écrit A~ B ou BA™1!, qui différent en général.

6 PUISSANCES ET FORMULE DU BINOME

\J uniscience - CPGE - MPS| - Mathématiques 2/4



R. RINGUET - Mathématiques — MPSI Calcul matriciel — Fiche de cours

Définition. Pour A € M,,(K): AY = I, et A*+1 = AF A, Si A est inversible, A=F = (A’l)k.

Théoréme — binéme et factorisation. Soient A, B € M,,(K) telles que| AB = BA |. Alors, pour tout k € N :

k k—1
(A—I—B)k _ Z (5) AjBk_j, AR _ gk — (A— B) ZAjBk—l—j (k>1).
j=0 j=0

Idée de preuve (exigible). C’est le calcul dans un anneau pour deux éléments qui commutent (chapitre 12) : récurrence sur k utilisant
la relation de Pascal, la commutation servant a écrire BA? = AJ B. Sans I’hypothése AB = BA, la formule est fausse.

Méthode — calculer A*. trois stratégies, par ordre de préférence. (i) A diagonale : élever les coefficients diagonaux a la puissance
k. (ii) A = M\,, + N avec N nilpotente : \I,, et N commutent, le bindme s’applique et la somme est finie, puisque N7 = 0 dés
que j > r (ot N™ = 0). (iii) A vérifie une relation A? = oA + B1I,, : chercher AP sous la forme uy A + vi I, les suites (ug) et
(v ) vérifiant une récurrence linéaire d'ordre 2 (chapitre 8).

Remarque. Une relation A2 = aA + BI, avec B # 0 donne aussi I'inverse : A(%(A —aly)) = I, donc A € GL,(K) et
AL = L(A—al,).

7 OPERATIONS ELEMENTAIRES

Définition. Les opérations élémentaires sur les lignes d’'une matrice sont :
(échange) L; <+ L; (i # j), (dilatation) L; <= AL; (A # 0), (transvection) L; <— L; + AL, (i # j, A € K).
On définit de méme les opérations sur les colonnes : C; <> C;, C; <= XC;, C; < C; + AC;.

Théoréme — interprétation matricielle. Posons, dans M., (K),
P;=1,-E;—FE;; +E;; +Ej;, DN =I,+(A—-1)E;,, Tij(N) = I, + AE; 5.

Effectuer sur A € M,, ,,(K) l'opération L; <> L; (resp. L; <= AL;, resp. L; < L; + \L;) revient a remplacer A par P; ;A
(resp. D;(N)A, resp. T; j(A\)A) : une opération sur les lignes est une multiplication a gauche. Les opérations sur les colonnes
correspondent a une multiplication a droite par les matrices analogues de MP(K).

Propriété. Ces trois matrices sont inversibles : P, ' = P, j, D;(A)~! = D;(A™'), T; ;(A\)~* = T; ;(—\). Conséquence : une
opération élémentaire ne change ni I'inversibilité d’'une matrice carrée, ni 'ensemble des solutions du systéme AX = B lorsqu’on
lapplique simultanémenta Aeta B (car MAX = M B <= AX = B pour M inversible).

8 ECHELONNEMENT, PIVOT DE GAUSS, RANG

Définition. Une matrice A € M,, ,(K) est échelonnée en lignes si ses lignes nulles sont situées sous ses lignes non nulles et si,
pour deux lignes non nulles consécutives, l'indice de colonne du premier coefficient non nul — appelé pivot — de la ligne du bas
est strictement plus grand que celui de la ligne du haut. Elle est échelonnée réduite si de plus chaque pivot vaut 1 et est le seul
coefficient non nul de sa colonne.

Théoréme — algorithme du pivot de Gauss. Toute matrice de Mn’p(K) peut étre transformée, par un nombre fini d’'opérations
élémentaires sur les lignes, en une matrice échelonnée réduite. Principe : on cherche dans la premiére colonne non nulle un coef-
ficient non nul, on 'ameéne en haut par un échange, on le normalise, on annule tous les autres coefficients de sa colonne par des
transvections, puis on recommence avec les lignes et colonnes suivantes.

Définition. Le rang de A, noté rg A, est le nombre de pivots d’'une matrice échelonnée obtenue a partir de A par opérations sur
les lignes. On admet que ce nombre ne dépend pas des opérations choisies (ce point sera démontré au chapitre 18). On a toujours
0 <rgA < min(n,p),etrgA=0 < A=0.

Théoréme — inversibilité et rang. Soit A € M,,(K). Les assertions suivantes sont équivalentes :
AeGL,(K) <= rgA=n <= laformeéchelonnéeréduitede Aest], <= (AX=0=X=0).

Idée de preuve (exigible). Si la forme échelonnée réduite est I,,, il existe M inversible (produit de matrices élémentaires) telle
que MA = 1I,; alors A = M~! est inversible. Réciproquement, si rg A < n, la forme échelonnée a une ligne nulle, donc
AX = 0 a strictement moins de n inconnues principales et admet une solution X # 0; or AX = 0 et A inversible donneraient
X=A"10=0.

Méthode — calcul de A~ par le pivot. écrire cote a cote (A | In) et appliquer aux deux blocs simultanément les opérations sur

les lignes qui réduisent A. Si I'on aboutit & (In | B), alors A est inversible et A~' = B si une ligne de la partie gauche devient
nulle, A n'est pas inversible. Justification : chaque étape multiplie & gauche par une matrice inversible, donc a lafin M A = I,, et
M1, = B avec M inversible: M = B et B = A~'. Contréle obligatoire : vérifier AB = I,,.
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9 SYSTEMES LINEAIRES

Notation. Un systéme linéaire de n équations a p inconnues 1, . .., x,, s‘écrit matriciellement
(S) : AX =B, A € M, ,(K) (matrice du systéme), X ='(z1 -+ z,,), B € M, 1(K).
Le systéme homogeéne associé est (Sp) : AX = 0. On dit que (S) est compatible s'il admet au moins une solution.

Théoréme — compatibilité. (S) est compatible si et seulement si B est combinaison linéaire des colonnes de A (car AX =
Zj z;C5).

Théoréme — structure de I'ensemble des solutions. Si X est une solution de (S), I'ensemble des solutions de (S) est

’ S ={Xo+Y, Y solution de (Sp)} ‘

Idée de preuve (exigible). St AXy = Bet AY = 0alors A(Xy +Y) = B; réciproquement si AX = B alors A(X — Xy) =
B — B =0,doncY = X — X estsolutionde (Sp) et X = Xg+ Y.

Méthode — résolution par le pivot. échelonner (A | B) par opérations sur les lignes, puis lire la forme échelonnée. Une ligne

(O 0 B) avec 3 # 0 signifie 0 = 3 : le systéme est incompatible et S = @. Sinon il est compatible : les inconnues associées
aux colonnes de pivot sont principales (il y en ar = rg A), les p — r autres sont secondaires et se choisissent librement (ce sont
les parametres). Si v = p la solution est unique; si 7 < pil y en a une infinité.

Définition. Un systéme de Cramer est un systéme AX = B dont la matrice A est carrée et inversible. Il admet alors une unique
solution, X = A~ 1B, et ceci pour tout second membre B.

» SAVOIR-FAIRE

e Calculer un produit, une transposée, une puissance; reconnaitre que deux matrices ne commutent pas; décomposer
une matrice carrée en partie symétrique et partie antisymétrique.

e Calculer A* par le bindme (A = \I,, + N nilpotente) ou par une relation A?> = oA + B1,,.

e Montrer qu’une matrice est inversible et calculer son inverse (par le pivot, par une relation polynomiale, ou en résolvant
AY = X); échelonner une matrice et en déterminer le rang, éventuellement en fonction d’un paramétre.

® Résoudre un systéme linéaire par le pivot, discuter sa compatibilité, décrire S sous la forme Xg + Y.

* EXEMPLE — deux calculs types

® Puissance par le binéme. A =

o O =

1 1
1 1| =13+ NavecN =
0 1

o O O

1 1
0 1]|,N?=EFE;3 N?=0.Commelset
0 0

k(k+1)
2

1 k
N commutent, A¥ = I3 + kN + (’;)N2 =10 1 k pour tout £ € N, car k + Lk;l) = Lk;l).
0 0

1
1 2 1 | 1 1 21 | 1 121 |1
o Rangetsysteme. [2 5 3 | 3| Z=E22h g 1 1 | 1| ———— |0 1 1 | 1|:deux
L3+ Ls—L; L3<+L3—Lo>
1 3 2 | 2 011 ] 1 000 ] O
pivots, doncrg A = 2 et A n'est pas inversible; le systéme est compatible, z est secondaire,y =1 — z,z = —1 + 2,

etS={(-110)+2%1 -11), ze K}

® PIEGES

e Ecrire AB = BA, (A+ B)? = A% + 2AB + B? (AB)¥ = A*BF, ou appliquer le binéme sans avoir vérifié
AB = BA.

e Simplifier AB = AC en B = C, ou conclure de A2 = 0que A =0,oude AB=0que A=00uB =0.

e Multiplier deux matrices de formats incompatibles; parler de I'inverse d’'une matrice non carrée; écrire %; multiplier
une équation matricielle a gauche d’un c6té et a droite de 'autre.

® Mélanger opérations sur les lignes et sur les colonnes dans un calcul d’inverse ou dans la résolution d’un systéme ; oublier
A #0Odans L; < A\L;.

e OQublier la ligne (O 0| B # 0) : un systéeme échelonné peut étre incompatible; a I'inverse, annoncer « une infinité
de solutions » sans avoir vérifié la compatibilité.

\J uniscience - CPGE - MPS| - Mathématiques 4/4



