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Fiche de cours Calcul matriciel
Opérations, anneauMn(K), groupeGLn(K), pivot de Gauss, systèmes linéaires
définitions · théorèmes et hypothèses · méthodes · démonstrations exigibles

Dans toute la fiche,K désigneR ouC, et n, p, q des entiers naturels non nuls. Tout ce chapitre est purement calculatoire : ni espace
vectoriel, ni application linéaire, ni déterminant.

1 MATRICES : ENSEMBLE, SOMME, PRODUIT PAR UN SCALAIRE

Définition. Une matrice à n lignes et p colonnes à coefficients dans K est une famille A = (ai,j)1⩽i⩽n, 1⩽j⩽p d’éléments de K,
représentée par un tableau. L’ensemble de ces matrices est notéMn,p(K), etMn(K) =Mn,n(K) (matrices carrées d’ordre n).
Le scalaire ai,j est le coefficient de la ligne i et de la colonne j : la ligne d’abord. Deux matrices sont égales si et seulement si elles
ont même format et mêmes coefficients.

Notation. Mn,1(K) est l’ensemble des colonnes,M1,p(K) celui des lignes ; 0n,p (ou 0) est la matrice nulle.

Définition. Pour A = (ai,j), B = (bi,j) dansMn,p(K) et λ ∈ K, on pose A + B = (ai,j + bi,j) et λA = (λai,j) : on
ajoute coefficient par coefficient, et seules deux matrices de même format peuvent être ajoutées. Alors

(
Mn,p(K),+

)
est un

groupe commutatif de neutre 0n,p, l’opposé de A étant −A = (−1)A, et λ(A + B) = λA + λB, (λ + µ)A = λA + µA,
(λµ)A = λ(µA), 1A = A.

Définition. Les matrices élémentaires Ei,j ∈ Mn,p(K) (i ∈ J1 ;nK, j ∈ J1 ; pK) sont définies par : le coefficient de Ei,j en
position (k, ℓ) vaut δi,k δj,ℓ, où δ est le symbole de Kronecker (δi,k = 1 si i = k, 0 sinon). Autrement ditEi,j n’a qu’un coefficient
non nul, égal à 1, en position (i, j).

Propriété. Toute matrice A = (ai,j) ∈ Mn,p(K) s’écrit de manière unique A =
n∑

i=1

p∑
j=1

ai,jEi,j : les matrices élémentaires

engendrentMn,p(K).

2 PRODUIT MATRICIEL

Définition. SoientA = (ai,j) ∈Mn,p(K) etB = (bj,k) ∈Mp,q(K). Le produitAB est la matrice deMn,q(K) de coefficients

(AB)i,k =

p∑
j=1

ai,j bj,k (i ∈ J1 ;nK, k ∈ J1 ; qK).
Le produitAB n’est défini que si le nombre de colonnes deA est égal au nombre de lignes deB.

Propriété—règles de calcul. Pour desmatrices de formats compatibles etλ ∈ K :bilinéaritéA(B+C) = AB+AC , (A+B)C =
AC+BC , (λA)B = A(λB) = λ(AB) ; associativité (AB)C = A(BC) ; InA = AIp = ApourA ∈Mn,p(K), où In = (δi,j)
est lamatrice identité ; enfin Ei,jEk,ℓ = δj,k Ei,ℓ : le produit de deux matrices élémentaires est nul ou élémentaire.
Idée de preuve (exigible). Pour l’associativité on calcule les deux coefficients généraux :

(
(AB)C

)
i,ℓ

=
∑

k

(∑
j ai,jbj,k

)
ck,ℓ =∑

j

∑
k ai,jbj,kck,ℓ, et

(
A(BC)

)
i,ℓ

donne la même somme double (interversion licite : sommes finies).

Propriété — lecture en colonnes et en lignes. Notons C1, . . . , Cp les colonnes de A ∈ Mn,p(K). Pour X = t(x1 · · · xp) ∈
Mp,1(K),

AX =

p∑
j=1

xj Cj

AX est la combinaison linéaire des colonnes deA dont les coefficients sont ceux deX . Plus généralement la k-ième colonne de
AB estA× (k-ième colonne deB), et la i-ième ligne deAB est (i-ième ligne deA)×B.

6 ATTENTION — le produit n’est pas commutatif

Dès n ⩾ 2 : avecA = E1,2 etB = E2,1 dansM2(K),AB = E1,1 etBA = E2,2. Sont donc faux en généralAB = BA,
(AB)k = AkBk et (A+B)2 = A2 + 2AB +B2 (la formule correcte estA2 +AB +BA+B2) ; de plusAB = AC
n’entraîne pasB = C , niAB = 0 queA = 0 ouB = 0.
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3 TRANSPOSITION

Définition. La transposée de A = (ai,j) ∈ Mn,p(K) est tA ∈ Mp,n(K), de coefficients
(
tA
)
i,j

= aj,i : on échange lignes et
colonnes (on écrit aussiAt). PourA,B de formats compatibles et λ, µ ∈ K :

t
(
λA+ µB

)
= λ tA+ µ tB, t

(
tA
)
= A, t(AB) = tB tA (l’ordre s’inverse).

Idée de preuve (exigible).
(
t(AB)

)
i,k

= (AB)k,i =
∑

j ak,jbj,i =
∑

j

(
tB
)
i,j

(
tA
)
j,k

=
(
tB tA

)
i,k

.

4 MATRICES CARRÉES PARTICULIÈRES

Définition. SoitA = (ai,j) ∈Mn(K). Elle est diagonale si ai,j = 0 pour i ̸= j (notation diag(λ1, . . . , λn)), scalaire siA = λIn
pour un λ ∈ K, triangulaire supérieure si ai,j = 0 pour i > j et triangulaire inférieure si ai,j = 0 pour i < j, symétrique
si tA = A et antisymétrique si tA = −A (ensembles notés Sn(K) et An(K), ou Sn(K) et An(K)), enfin nilpotente s’il existe
k ∈ N∗ tel queAk = 0.

Propriété. Une matrice antisymétrique a tous ses coefficients diagonaux nuls (car ai,i = −ai,i), et toute A ∈ Mn(K) s’écrit de
manière uniqueA = S +N avec S ∈ Sn(K),N ∈ An(K) : nécessairement S = 1

2

(
A+ tA

)
etN = 1

2

(
A− tA

)
.

Propriété — stabilité. La somme et le produit de deux matrices diagonales (resp. triangulaires supérieures, resp. inférieures) sont
de même nature. De plus

diag(λ1, . . . , λn) diag(µ1, . . . , µn) = diag(λ1µ1, . . . , λnµn), diag(λ1, . . . , λn)
k = diag

(
λk
1 , . . . , λ

k
n

)
,

et si A,B sont triangulaires supérieures, les coefficients diagonaux de AB sont les produits ai,ibi,i. Les matrices diagonales com-
mutent entre elles, pas les matrices triangulaires.

5 L’ANNEAUMn(K) ET LE GROUPEGLn(K)

Théorème.
(
Mn(K),+,×

)
est un anneau, d’unité In. Il est commutatif si et seulement sin = 1. Pourn ⩾ 2, il n’est pas intègre :

il possède des diviseurs de zéro (par exemple E1,1E2,2 = 0) et des éléments nilpotents non nuls (par exemple E1,2, dont le carré
est nul).
Les matrices scalaires commutent avec toutes les matrices : (λIn)A = A(λIn) = λA.

Définition. A ∈ Mn(K) est inversible s’il existe B ∈ Mn(K) telle que AB = BA = In. Une telle B est alors unique, notée
A−1. L’ensemble des matrices inversibles est le groupe linéaireGLn(K).

Théorème.
(
GLn(K),×

)
est un groupe (sous-groupe du groupe des inversibles de l’anneauMn(K)), et pourA,B ∈ GLn(K) :

(AB)−1 = B−1A−1,
(
A−1

)−1
= A,

(
Ak
)−1

=
(
A−1

)k
(k ∈ N), tA ∈ GLn(K) et

(
tA
)−1

= t
(
A−1

)
Idée de preuve. Pour la dernière : transposerAA−1 = A−1A = In donne t

(
A−1

)
tA = tA t

(
A−1

)
= In.

Propriété — cas n = 2. PourA =

(
a b

c d

)
, on aA

(
d −b
−c a

)
=

(
d −b
−c a

)
A = (ad− bc)I2. Donc si ad− bc ̸= 0,A est

inversible et

A−1 =
1

ad− bc

(
d −b
−c a

)
;

si ad− bc = 0,A n’est pas inversible (voir la méthode ci-dessous, ou exhiberX ̸= 0 avecAX = 0).

Théorème — matrices triangulaires. Une matrice triangulaire (supérieure ou inférieure) est inversible si et seulement si tous ses
coefficients diagonaux sont non nuls ; son inverse est alors triangulaire de même type, de coefficients diagonaux les 1/ai,i. En
particulier diag(λ1, . . . , λn) est inversible si et seulement si tous les λi sont non nuls, et son inverse est diag

(
λ−11 , . . . , λ−1n

)
.

6 ATTENTION

Une matrice non carrée n’est jamais « inversible » (la notion n’est pas définie). Et «A n’est pas inversible » ne veut pas dire
«A = 0 » :E1,1 n’est ni nulle ni inversible. Enfin on n’écrit jamais B

A : on écritA−1B ouBA−1, qui diffèrent en général.

6 PUISSANCES ET FORMULE DU BINÔME
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Définition. PourA ∈Mn(K) :A0 = In etAk+1 = AkA. SiA est inversible,A−k =
(
A−1

)k.
Théorème — binôme et factorisation. SoientA,B ∈Mn(K) telles que AB = BA . Alors, pour tout k ∈ N :

(A+B)k =
k∑

j=0

(
k

j

)
AjBk−j , Ak −Bk = (A−B)

k−1∑
j=0

AjBk−1−j (k ⩾ 1).

Idée de preuve (exigible). C’est le calcul dans un anneau pour deux éléments qui commutent (chapitre 12) : récurrence sur k utilisant
la relation de Pascal, la commutation servant à écrireBAj = AjB. Sans l’hypothèseAB = BA, la formule est fausse.

Méthode— calculerAk. trois stratégies, par ordre de préférence. (i)A diagonale : élever les coefficients diagonaux à la puissance
k. (ii) A = λIn + N avecN nilpotente : λIn etN commutent, le binôme s’applique et la somme est finie, puisque N j = 0 dès
que j ⩾ r (oùNr = 0). (iii) A vérifie une relation A2 = αA + βIn : chercher Ak sous la forme ukA + vkIn, les suites (uk) et
(vk) vérifiant une récurrence linéaire d’ordre 2 (chapitre 8).

Remarque. Une relation A2 = αA + βIn avec β ̸= 0 donne aussi l’inverse : A
(
1
β (A − αIn)

)
= In, donc A ∈ GLn(K) et

A−1 = 1
β (A− αIn).

7 OPÉRATIONS ÉLÉMENTAIRES

Définition. Les opérations élémentaires sur les lignes d’une matrice sont :

(échange) Li ↔ Lj (i ̸= j), (dilatation) Li ← λLi (λ ̸= 0), (transvection) Li ← Li + λLj (i ̸= j, λ ∈ K).

On définit de même les opérations sur les colonnes : Ci ↔ Cj , Ci ← λCi, Ci ← Ci + λCj .

Théorème — interprétation matricielle. Posons, dansMn(K),

Pi,j = In − Ei,i − Ej,j + Ei,j + Ej,i, Di(λ) = In + (λ− 1)Ei,i, Ti,j(λ) = In + λEi,j .

Effectuer sur A ∈ Mn,p(K) l’opération Li ↔ Lj (resp. Li ← λLi, resp. Li ← Li + λLj ) revient à remplacer A par Pi,jA
(resp. Di(λ)A, resp. Ti,j(λ)A) : une opération sur les lignes est une multiplication à gauche. Les opérations sur les colonnes
correspondent à une multiplication à droite par les matrices analogues deMp(K).

Propriété. Ces trois matrices sont inversibles : P−1i,j = Pi,j , Di(λ)
−1 = Di

(
λ−1

)
, Ti,j(λ)

−1 = Ti,j(−λ). Conséquence : une
opération élémentaire ne change ni l’inversibilité d’une matrice carrée, ni l’ensemble des solutions du systèmeAX = B lorsqu’on
l’applique simultanément àA et àB (carMAX = MB ⇐⇒ AX = B pourM inversible).

8 ÉCHELONNEMENT, PIVOT DE GAUSS, RANG

Définition. Une matrice A ∈ Mn,p(K) est échelonnée en lignes si ses lignes nulles sont situées sous ses lignes non nulles et si,
pour deux lignes non nulles consécutives, l’indice de colonne du premier coefficient non nul — appelé pivot— de la ligne du bas
est strictement plus grand que celui de la ligne du haut. Elle est échelonnée réduite si de plus chaque pivot vaut 1 et est le seul
coefficient non nul de sa colonne.

Théorème — algorithme du pivot de Gauss. Toute matrice deMn,p(K) peut être transformée, par un nombre fini d’opérations
élémentaires sur les lignes, en une matrice échelonnée réduite. Principe : on cherche dans la première colonne non nulle un coef-
ficient non nul, on l’amène en haut par un échange, on le normalise, on annule tous les autres coefficients de sa colonne par des
transvections, puis on recommence avec les lignes et colonnes suivantes.

Définition. Le rang de A, noté rgA, est le nombre de pivots d’une matrice échelonnée obtenue à partir de A par opérations sur
les lignes. On admet que ce nombre ne dépend pas des opérations choisies (ce point sera démontré au chapitre 18). On a toujours
0 ⩽ rgA ⩽ min(n, p), et rgA = 0 ⇐⇒ A = 0.

Théorème — inversibilité et rang. SoitA ∈Mn(K). Les assertions suivantes sont équivalentes :

A ∈ GLn(K) ⇐⇒ rgA = n ⇐⇒ la forme échelonnée réduite deA est In ⇐⇒
(
AX = 0⇒ X = 0

)
.

Idée de preuve (exigible). Si la forme échelonnée réduite est In, il existe M inversible (produit de matrices élémentaires) telle
que MA = In ; alors A = M−1 est inversible. Réciproquement, si rgA < n, la forme échelonnée a une ligne nulle, donc
AX = 0 a strictement moins de n inconnues principales et admet une solutionX ̸= 0 ; or AX = 0 et A inversible donneraient
X = A−10 = 0.

Méthode — calcul deA−1 par le pivot. écrire côte à côte
(
A | In

)
et appliquer aux deux blocs simultanément les opérations sur

les lignes qui réduisent A. Si l’on aboutit à
(
In | B

)
, alors A est inversible et A−1 = B ; si une ligne de la partie gauche devient

nulle, A n’est pas inversible. Justification : chaque étape multiplie à gauche par une matrice inversible, donc à la fin MA = In et
MIn = B avecM inversible :M = B etB = A−1. Contrôle obligatoire : vérifierAB = In.
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9 SYSTÈMES LINÉAIRES

Notation. Un système linéaire de n équations à p inconnues x1, . . . , xp s’écrit matriciellement

(S) : AX = B, A ∈Mn,p(K) (matrice du système), X = t(x1 · · · xp), B ∈Mn,1(K).

Le système homogène associé est (S0) :AX = 0. On dit que (S) est compatible s’il admet au moins une solution.

Théorème — compatibilité. (S) est compatible si et seulement si B est combinaison linéaire des colonnes de A (car AX =∑
j xjCj ).

Théorème — structure de l’ensemble des solutions. SiX0 est une solution de (S), l’ensemble des solutions de (S) est

S = {X0 + Y, Y solution de (S0)}

Idée de preuve (exigible). Si AX0 = B et AY = 0 alors A(X0 + Y ) = B ; réciproquement si AX = B alors A(X − X0) =
B −B = 0, donc Y = X −X0 est solution de (S0) etX = X0 + Y .

Méthode — résolution par le pivot. échelonner
(
A | B

)
par opérations sur les lignes, puis lire la forme échelonnée. Une ligne(

0 · · · 0 | β
)
avec β ̸= 0 signifie 0 = β : le système est incompatible et S = ∅. Sinon il est compatible : les inconnues associées

aux colonnes de pivot sont principales (il y en a r = rgA), les p − r autres sont secondaires et se choisissent librement (ce sont
les paramètres). Si r = p la solution est unique; si r < p il y en a une infinité.

Définition. Un système de Cramer est un système AX = B dont la matrice A est carrée et inversible. Il admet alors une unique
solution,X = A−1B, et ceci pour tout second membreB.

ä SAVOIR-FAIRE

Calculer un produit, une transposée, une puissance ; reconnaître que deux matrices ne commutent pas ; décomposer
une matrice carrée en partie symétrique et partie antisymétrique.
CalculerAk par le binôme (A = λIn +N nilpotente) ou par une relationA2 = αA+ βIn.
Montrer qu’unematrice est inversible et calculer son inverse (par le pivot, par une relation polynomiale, ou en résolvant
AY = X) ; échelonner une matrice et en déterminer le rang, éventuellement en fonction d’un paramètre.
Résoudre un système linéaire par le pivot, discuter sa compatibilité, décrire S sous la formeX0 + Y .

H EXEMPLE — deux calculs types

Puissance par le binôme. A =

1 1 1

0 1 1

0 0 1

 = I3 +N avecN =

0 1 1

0 0 1

0 0 0

,N2 = E1,3,N3 = 0. Comme I3 et

N commutent,Ak = I3 + kN +
(
k
2

)
N2 =

1 k k(k+1)
2

0 1 k

0 0 1

 pour tout k ∈ N, car k + k(k−1)
2 = k(k+1)

2 .

Rang et système.

1 2 1 | 1

2 5 3 | 3

1 3 2 | 2

 L2←L2−2L1−−−−−−−−→
L3←L3−L1

1 2 1 | 1

0 1 1 | 1

0 1 1 | 1

 −−−−−−−→
L3←L3−L2

1 2 1 | 1

0 1 1 | 1

0 0 0 | 0

 : deux

pivots, donc rgA = 2 etA n’est pas inversible ; le système est compatible, z est secondaire, y = 1 − z, x = −1 + z,
et S = {t(−1 1 0) + z t(1 −1 1), z ∈ K}.

6 PIÈGES

Écrire AB = BA, (A + B)2 = A2 + 2AB + B2, (AB)k = AkBk, ou appliquer le binôme sans avoir vérifié
AB = BA.
SimplifierAB = AC enB = C , ou conclure deA2 = 0 queA = 0, ou deAB = 0 queA = 0 ouB = 0.
Multiplier deux matrices de formats incompatibles ; parler de l’inverse d’une matrice non carrée ; écrire B

A ; multiplier
une équation matricielle à gauche d’un côté et à droite de l’autre.
Mélanger opérations sur les lignes et sur les colonnes dans un calcul d’inverse ou dans la résolution d’un système; oublier
λ ̸= 0 dans Li ← λLi.
Oublier la ligne

(
0 · · · 0 | β ̸= 0

)
: un système échelonné peut être incompatible ; à l’inverse, annoncer « une infinité

de solutions » sans avoir vérifié la compatibilité.
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